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|ntr0d UCtIOﬂ Retour au Sommaire

Je remercie les organisateurs de cet Atelier de Mécanique Céleste

de m'avoir invité a faire un exposé.

My warmest thanks to the organizers of this workshop in Celestial
Mechanics.

C’est une occasion de témoigner a Alain Albouy ma grande estime
et mon amitié. J'en suis trés heureux.

By inviting me to present this talk, they offered me the opportunity
to express my deep esteem and my friendly feelings to Alain
Albouy.

Alain Albouy connait trés bien le sujet dont je vais parler, le
probléme de Kepler : c'est lui qui m'a fait connaitre les importants
travaux de Gyodrgyi, que j'ai trouvé particuliérement difficiles a lire!

Alain Albouy kows perfectly the subject of my talk, the Keper
problem : | owe him the knowledge of the works of Gyorgyi, which
were for me very difficult to understand.
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|ntr0d UCtIOﬂ (2) Retour au Sommaire

J'espére cependant qu’'au moins quelques petits détails de mon
exposé |'intéresseront.

However | hope that at least a small part of my talk will interest
him.

Ce sujet est stirement déja trés familier a la plupart des participants
a cet atelier. La beauté des résultats dont je vais parler, tous
obtenus par d'autres que moi, me permet d'espérer qu'ils me
pardonneront de rappeler des choses qu'ils connaisent déja trés bien.
| am sure that most participants are already perfectly acquainted
with the Kepler problem. | hope that its beauty and interest (which
owes nothing to me) will led them to forgive me the recall of results
already well known for them.
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|ntrOdUCt|0n (3) Retour au Sommaire

Le probléme de Kepler est un systéme hamiltonien complétement
intégrable dont I'importance pratique est trés grande : c'est un
modéle du mouvement des planétes du systéme solaire, et son
équivalent quantique est un modéle de I'atome d'hydrogéne.

De plus, certaines de ses propriétés le rendent particuliérement
intéressant du point de vue mathématique :

@ les mouvements comportant une collision du point mobile avec
le centre attractif ne sont pas définis pour toutes les valeurs du
temps; cependant, ce systéme est régularisable : on peut le
projeter sur un autre systéme hamiltonien dont tous les
mouvements sont éternels, c'est-a dire définis pour toutes les
valeurs du temps ;

o |'algébre de Lie des symétries infinitésimales des mouvements
d'énergie totale fixée dépend du niveau d'énergie considéré.

Charles-Michel Marle, Workshop in Celestial Mechanics in honor of Alain Albouy *** Quelques remarques & propos du probéme de Kepler 5/71



| ntrOd UCtIOﬂ (4) Retour au Sommaire

Ligon et Schaaf ont découvert, en 1976, un difféomorphisme
symplectique de I'espace des phases du probléme de Kepler,
restreint soit aux énergies négatives, soit aux énergies positives, sur
un ouvert dense du fibré cotangent soit a une sphére de dimension
3, soit & une nappe d'un hyperboloide de révolution & deux nappes
de dimension 3.

C'est en fait Gyorgyi qui, avant Ligon et Schaaf, découvrit cet
isomorphisme en 1968, sans que cela attire I'attention,
probablement parce que ses travaux sont difficiles a lire.

En 1997, Cushman et Duistermaat ont analysé le difféeomorphisme
de Ligon et Schaaf (qu'il serait plus juste d'appeler difféomorphisme
de Gybrgyi, Ligon et Schaaf), qu'ils notent ®;s. lls se sont
interrogés sur |'explication de ses propriétés. Voici ce qu'ils écrivent.
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|ntr0d UCtIOﬂ (5) Retour au Sommaire

No explanation was given by Ligon and Schaaf about how the
mapping ®;s was found. Moreover, we found it quite a lot of work
to verify the statements following their suggestions. For instance,
the proof of property A below consists of a description of a
mapping V followed by the statement that one can check that V is
the inverse of ®;s . It took us more manipulations than we liked to
prove the equations Vo ®;s = id and ;s o ¥ = id.

Ce que Cushman et Duistermaat appellent property A below est le
fait que ®; 5 soit un diffeomorphisme.

En 1997, dans la seconde édition de leur livre Global aspects of
classical integrable systems, Cushman et Bates ont analysé, avec
plus de détails, les propriétés du diffeomorphisme de Ligon et
Schaaf.
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|ntrOdUCt|0n (6) Retour au Sommaire

Je me propose de montrer que le diffeomorphisme de Ligon et
Schaaf peut apparaitre comme une conséquence trés naturelle de la
méthode de régularisation de Moser, et que le fait que ce soit un
symplectomorphisme résulte d'une propriété simple des champs de
vecteurs conformément hamiltoniens.

Je commencerai en rappelant la méthode de résolution du probléme
de Kepler qui me semble la plus facile, qui est celle due & Hamilton,
publiée en 1846.

Puis je rappellerai la méthode de régularisation de Moser, basée sur
une idée employée par Fock en 1935. Elle doit son succeés au fait,
découvert par Hamilton, que les hodographes des mouvements
képlériens sont des cercles, ou des arcs de cercle.

J'expliquerai alors comment construire le diffeomorphisme de Ligon
et Schaaf, et pourquoi c’'est un symplectomorphisme.
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Le probléeme de Kepler, notations, équations  retour au sommaire
Dans I'espace physique £ (espace affine euclidien de dimension 3,

d'espace vectoriel associé £ ), soit P un point matériel de masse m
soumis au champ gravitationnel d'un centre attractif O. Soit :

d7r —
P=0P; r=|7l; F=m"l: p=Ipl.
km7
La force exercée sur P est ? = —m—3, ol k est la constante qui
r

caractérise le champ attractif créé par O.

Les équations du mouvement sont

d7 PF dPF _ km7

dt  m’  dt r3

Ces équations sont celles d'un systéme hamiltonien sur une variété
symplectique de dimension 6, le fibré cotangent a £\{O}, muni de
sa forme symplectique canonique, identifié au fibré tangent grace
au produit scalaire euclidien.
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Le probléme de Kepler, notations, équations (2) rewur au sommaire

Le hamiltonien est
p>  mk

E=—"— - —.
2m r

Le groupe de symétrie naturel du probléme est SO(3). L'application
moment correspondante est le moment cinétique, qu'on peut
considérer comme un vecteur élément de £ une fois une
orientation choisie : oL

L=1rxp,
ol le caractére x désigne le produit vectoriel. L’algébre de Lie
50(3) et son dual peuvent étre identifiés a |'espace vectoriel
euclidien &£ . Le crochet de cette algébre de Lie s'identifie alors au
produit vectoriel.
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Le probléme de Kepler, notations, équations (3) rewur au sommaire

%
Outre I'énergie E et le moment cinétique L, le probléme de Kepler
admet pour intégrale premiére le vecteur excentricité

- = = — 5 - —
- F pxUL <Hp” 1>—> p-r—
pr— _— = r_

cTTT + m2k m?k r mk P
découvert par Jakob Hermann (1678-1753), improprement appelé
vecteur de Laplace, ou vecteur de Runge-Lenz, dont I'origine est
longtemps restée mystérieuse.

En utilisant les intégrales premiéres E, L et ¢, on peut déterminer
toutes les courbes intégrales di)protﬂe;me de Kepler.

Je parlerai d'abord du cas oit r et p ne sont pas colinéaires, puis
du cas ot ils sont colinéaires et ou le point P se déplace sur une
droite passant par le centre attractif O.
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Résolution du probléeme de Kepler Retour au Sommaire
- = = - =

Puisque L = r X p est une intégrale premiére, si r et p ne
sont pas colinéaires a l'instant initial, ils ne le sont pas non plus
pendant toute la durée du mouvement. La méthode, due 3
Hamilton, de résolution du probléme dei()epler, applicable dans ce
cas, n'utilise pas le vecteur excentricité e .
Choisissons un triedre orthonormé d'orientation positive, d'origine
O et de vecteurs unitaires e_:, e_; et e_:, tels que L soit paralléle a

= — =
I'axe e,. Soit L sa composante sur cet axe. Les vecteurs r et p

restent constamment paralléles au plan xOy. En notant 6 I'angle
polaire de r, on peut écrire

,df

L = mr‘*— = Constante.
dt

L
C'est la seconde loi de Kepler, aussi appelée loi des aires, car 5

est |'aire balayée par le segment de droite OP par unité de temps.
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Résolution du probléme de Kepler (2) e oaar

: dé . . .
Puisque G = 0 on peut, au lieu de t, utiliser 8 pour variable

gdépendante et écrire les équations dlfferentleles vérifiées par r et

p en coordonnées polaires. Celle vérifiée par p,

dp 2k — —
d—g = —mT(cos fec +sinfe,),

s'intégre aisément, et on obtient

- m?k — - =
p = T(—sin@ex +cosfe )+ c ,

— . . .
ol ¢ est la constante (vectorielle) d'intégration.
Cette égalité montre que lorsque 6 varie, I'extrémité d'un vecteur
d'origine O égal & p parcourt un cercle, ou un arc de cercle.
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Résolution du_)probléme de Kepler (3) TR
Choisissons e, de maniére telle que

— —
c =cey,

¢ étant une constante réelle, dont le signe peut &tre quelconque.

L'extrémité du vecteur d'origine O égal & p parcourt, dans le plan
— =

contenant O et paralléle aux vecteurs e, et e,, un cercle, ou un arc

de cercle, ayant pour centre le point de coordonnée
(x=0, y =c, z=0) et pour rayon

2
m-k
R=——.
L]

Ce cercle (ou cet arc de cercle) est (au facteur multiplicatif m prés)
I'hodographe du probléme de Kepler. Pour faciliter le langage, nous
dirons dans la suite hodographe tout court au lieu de hodographe
multiplié par m.
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Résolution du probléme de Kepler (4) e oaar

L'égalité
- = 2k —
L =Le,=r (mT + CCOS(9> e,

permet d'écrire

B L? B A

- m2k+Lccosf 1+ecosh’
ou nous avons posé

L2 Lc

=—, £=——.
m2k’ m2k

C'est I'équation, en coordonnées polaires (r, ), d'une conique
d’'excentricité || et de foyer O. Plus précisément, |'orbite est :
un cercle si € = 0,

une ellipse si 0 < |e| < 1,

une parabole si |e| =1,

une hyperbole (plus exactement une branche d’hyperbole) si
le] > 1.
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Résolution du probléme de Kepler (5) TR

Dans le cas ol cette orbite est une ellipse, ce résultat est la
premiére loi de Kepler.
L'énergie E peut s'exprimer sous les deux formes
3,2

E- %(sz 1= %(8 _RY).
Le terme (¢ — R?) qui figure au membre de droite de cette double
égalité est la puissance du point O par rapport au cercle qui porte
I'hodographe. Trois cas doivent &tre distingués.

e Si |e| < 1, I'énergie est négative, le point O est a l'intérieur du
cercle qui porte I'hodographe, I'orbite est une ellipse (ou un
cercle, si € = 0). L'hodographe est le cercle entier.

e Si |e| =1, I'énergie est nulle, le point O est sur le cercle qui
porte |'hodographe, I'orbite est une parabole. L'hodographe est
le cercle moins le point O.

e Si |e| > 1, I'énergie est positive, le point O est a |'extérieur du
cercle qui porte I'hodographe, |'orbite est une branche
d'hyperbole. L'hodographe est un arc de cercle.
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Résolution du probléme de Kepler (6)

7

C

@)

Charles-Michel Marle,

Retour au Sommaire

Dans ce dernier cas, ol
le] > 1 et E > 0, I'ho-
dogaphe et l'arc de cercle
en trait plein sur la figure,
dont la concavité est tour-
née vers le point O. En ef-
fet, lorsque r croit, p dé-
croit, et lorsque p tend

——
vers O T1 ou vers O T, r
tend vers +oo donc p tend
vers la plus petite valeur
possible.

L'arc de cercle en pointillés
est |'hodographe d'un pro-
bléme de Kepler modifié ou
le centre O est répulsif.
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Résolution du probléme de Kepler (7) T
Orbite et hodographe, e =0

Y
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Résolution du probleme de Kepler (8) e
Orbite et hodographe, ¢ =1/2

%
y i
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Résolution du probleme de Kepler (9) e
Orbite et hodographe, e =1

Y
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Résolution du probleme de Kepler (10)

Orbite et hodographe, e =2

Retour au Sommaire

Y
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Résolution du probléme de Kepler (11) PR
La troisiéme loi de Kepler

Lorsque E < 0, |'orbite est une ellipse dont le demi-grand axe a et
le demi-petit axe b sont

a A b=ay1—¢2.

12

: . e dg L
En intégrant sur une période I'égalité r2a = — on trouve
m

wr oL
——— = aire intérieure a |'orbite.
2m
On en déduit
T_ 2rma3y/1 — 2

L]
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Résolution du probléme de Kepler (12) PR

En tenant compte de L? = m?kay/1 — £2, on obtient

472
T2 = — 2%
k
C'est la troisiéme loi de Kepler : le carré de la période est
proportionnel au cube du demi-grand axe.
L'énergie E s'exprime trés simplement en fonction de a :

km

E=——.
2a
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Retour au Sommaire

Résolution du probléme de Kepler (13)
Un changement de variable indépendante utile

Soit o : R x T*(E\{0}) — R la fonction

- = 1 — — - =
ot rop)=—-(p-r —2E(r,p)t),
ou teR est le temps, (r, p) un élément de T*(E\{0}) identifié

—' =
5 \{0} x 5 et ot E(r, p) est |'énergie.

En utilisant le fait que I energ|e E est une intégrale premiére du
probléme de Kepler, il est facile de vérifier que pour toute courbe

intégrale t — (r(*tip(*tg) de ce probleme

datr*Sp;S 1
BON

Lorsque E j ﬁ ) # 0, I'application t — s = o (¢, ﬂ ﬁ

est un dlffeomorphlsme d'un intervalle ouvert de R sur un autre.
On peut donc utiliser s au lieu de t comme variable indépendante.
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Résolution du probléme de Kepler (14) PR
Un changement de variable indépendante utile (2)
La variable indépendante s ainsi définie est appelée paramétre de
Levi-Civita, en hommage au mathématicien italien Tullio Levi-Civita
(1873-1941) qui I'a découverte.

Les équations différentielles vérifiées par (@, p(45$) sont

d@ _ r(s);ﬁ dp(TS _ _kmr(*ss
m ' ds

ds re(s) -

Les solutions du probléme de Kepler sont les courbes intégrales
—
@ du champ de vecteurs hamiltonien Xg associé au hamiltonien
E(r, p), lorsque le temps t est utilisé comme variable
indépendante,

—

@ du champ de vecteurs rXg lorsque c'est le paramétre de
Levi-Civita qui est utilisé comme variable indépendante. Ce
champ de vecteurs sera dit conformément hamiltonien.
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Résolution du probléme de Kepler (15) e

Cas ou a l'instant initial r et p sont colinéaires

Si a 'instant initial t = to, r(TOS et p(tp) sont colinéaires, ils restent
colinéaires pour toutes les valeurs du temps pour lesquelles le
mouvement est défini. Chaque orbite est une partie d'une ligne
droite passant par le centre attractif O.

Sur cette droite, puisque E est une intégrale premiére, |'abscisse x
du point du point mobile est solution de I'équation différentielle

dx(t)? E  k
O)'_p(E, k)
dt m  x(t)
Il est commode de choisir pour origine du temps l'instant ou le
point P atteint I'origine O, et d'imposer la condition x > 0.
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Résolution du probléme de Kepler (16) e

%
Cas ou a l'instant initial r et p sont colinéaires (2)

Lorsque |'énerge E est nulle, exprimons x et t en fonction d'une
nouvelle variable indépendante 7 choisie de maniére telle quelorsque

. X Ve e
7 tend vers 0, x et t tendent vers 0 tandis que € tend vers I'infini.

Nous obtenons ainsi les deux solutions ayant la méme expression,
définies |'une sur l'intervalle de temps | — oo, O] et |'autre sur
I'intervalle de temps ] 0, +oo[,
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Résolution du probléme de Kepler (17) PR

Cas ou a l'instant initial r et p sont colinéaires (4)
Lorsque E # 0, en utilisant pour variable indépendante le
paramétre de Levi-Civita s, on obtient les solutions

/\2

Arg cosh —x—l—l) si E >0,
\s — k
s = 2

Arc cos (%x—l) si E <O,

avec A\ = (%)1/2.

Par suite,
)\2
cosh(As) = (7 X + 1> lorsque E > 0,
/\2
cos(As) = (7 X — 1) lorsque E < 0.
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Résolution du probléme de Kepler (18) e
%
Cas ou a l'instant initial r et p sont colinéaires (4)

Les expressions de |'abscisse x du point P en fonction du paramétre
de Levi-Civita s sont donc

% (cosh(As) —1) si E >0,
x(s) = avec \ = (
v (1 —cos(Xs)) si E<O,

/

Celles du temps t s'en déduisent par intégration, puisque
dt(s)

I x(s) :
k . :
s) = g(smh()\s) —Xs) si E>0, vee 3 — (%)Ué

F()\S —sin(Xs)) si E <O,
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La régularisation de Moser Retour au Sommaire
En 1935, Fock a employé une projection stéréographique inverse
pour |'étude des niveaux d'énergie de I'atome d’hydrogéne en
mécanique quantique.
En 1970, Moser a utilisé la méme idée pour la régularisation du
probléme de Kepler. On obtient ainsi une correspondance entre les
hodographes orientés des mouvements d'énergie E < 0 fixée et les
grands cercles orientés d'une sphére de dimension 3.
Pour les mouvements d'énergie positive fixée, on doit remplacer la
sphére par une nappe d'un hyperboloide de révolution a deux
nappes, de dimension 3. On obtient une correspondance entre les
hodographes orientés de mouvements d'énergie E > 0 fixée et les
grandes hyperboles de cet hyperboloide.

Pour traiter en méme temps les cas E < 0 et E > 0, on introduit la

variable auxiliaire
1 si E<O0,

V1 & Eso.
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La régularisation de Moser (2) RePRCETT

En prenant le point O pour origj;e, on peut identifier |'espace
affine £ avec |'espace vectoriel £ qui lui est associé. Soit

(ex, ey, €;) une base orthonormée de &, d'orientation positive.

On ajoute a cette base un vecteur unitaire de plus e_h>, et on note h
la coordonnée correspg;dante. On obtient ainsi un espace vectoriel
de dimension 4, noté F. L'espace vectoriel £ sera identifié au
sous-espace vectoriel de F d'équation h = 0.

%
L'espace vectoriel F, de dimension 4, sera muni du produit scalaire
- =
U-V =U\V,+ UyVy+ uV, + CURV ,

ouU UeX+Uey+Uez+UhehetV VeX+Vey
— —
V,e, + Vje, sont deux éléments de .7-" C'est un produit scalaire

euclidien lorsque ¢ = 1, pseudo-euclidien lorsque ¢ = —1.
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La régularisation de Moser (3) e

Soit Q, la quadrique d’équation
W+ (x4 y?+2%)=p?, avec p>0.

C'est une sphére lorsque ¢ = 1, un hyperboloide de révolution a
deux nappes lorsque ( = —1.

La projection stéréographique (usuelle lorsque ¢ = 1, généralisée
lorsque ( = —1) de la quadrique Q, moins le point N, sur I'espace
& est I'application qui associe, a chaque point M € Q,\{N,}, le
point d'intersection de la ligne droite qui joint N et M avec £
(identifié a I'hyperplan de F d'équation h = 0).
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La régularisation de Moser (4) RePRCETT

h h
m
No
m 3
! M ! M
) H € H 0 €

(=1

Projection stéréographique

g=—1
Projection stéréographique
généralisée
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La régularisation de Moser (5) e

Puisque la projection stéréographique est un difféeomorphisme on
peut, de maniére unique, la prolonger aux fibrés cotangents de
maniére telle que I'image réciproque de la forme de Liouville de
T*E soit égale a la forme de Liouville de T*(Q,\{N,}). Ce
prolongement cotangent sera noté S,. Il applique chaque couple

(M, W) formé d'un point M € Q,\{N,} et d'un vecteur W
— —
tangent a Q, en ce point, sur un couple (r, p) de deux vecteurs
PeNT P
de 5 d'une maniére teIIe que W dOM = r -dp.

— — —
Les formules donnant (p, r ) en fonction de (OM, W) sont
- P A7 2 YA
P=1T"% 7 Ou,avec h™+¢|[Opl” =

— h— W,
r —p—W3+—hOu,
p p

ou on a posé
— — — —
OM = Ou+ hey,, W = W3+ Wyey,.
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La régularisation de Moser (6) e

Les formules donnant la transformation inverse sont :

O—> 2p2 —
p=—5"755P,
p* +(p?

2 2
p-—¢Cp -
h=p———-, avec = = 24 p2 4 p2,
= p=Irll=+/pPz+p;+p:

) ) — =
WPt Grop—
3 — 2 r — > P,
2p p
<—>—>
w,=>""P
P
On a posé
—

e —
OM:O,u—i—heh, W= W5+ Wyey .
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La régularisation de Moser (7) RePRCETT

= = 5 —
Ces formules montrent que si p; = Omy et pp = Omy sont deux

.o, . — 2
vecteurs colinéaires de £ tels que Omy - Omy = —(p*, leurs
images, par la projection stéréographique inverse, sont deux points
My et M, symétriques I'un de I'autre par rapport & O.

Cela prouve que la projection stéréographique inverse applique les

Cp

tracées sur la quadrique Q, admettant O pour centre de symétrie.

hodographes des mouvements d'énergie E = sur des courbes
Ces courbes sont
o des grands cercles de la sphére Q, lorsque ¢ = 1,

@ des branches de grandes hyperboles de I'hyperboloide Q,
lorsque ( = —1, ol Le nom “grande hyperbole” est employé
par analogie avec “grand cercle”, pour désigner |'intersections
de Q, avec un plan passant par son centre de symétrie O.
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Retour au Sommaire

La régularisation de Moser (8)

L'application S, est un difféomorphisme anti-symplectique, non un
symplectomorphisme, de T*(Q,\{N,}) sur T*&, lorsque ces fibrés
cotangents sont munis de leurs formes symplectiques canoniques.

Le hamiltonien transformé S,"E = E o S, est

—p° ¢r’ ( km2>
EOS e —|— - .
"o e U

— — N . - — ,
Lorsque (OM, W) est I'image d'un élément ( r, p) de 'espace des
phases du probléme de Kepler appartenant au niveau d'énergie

¢p YVRYY,
=5 on vérifie que W - W > 0 et que
m

— — — 2
W= (W Wy = =2
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La régularisation de Moser (9) e

Par suite,

¢p?
d(E0S,) = —L —a|w|.
m(p — h)|W||

Ce résultat prouve que lorsqu’on se restreint au niveau d'énergie

E = CP S, ! transforme le champ de vecteurs hamiltonien du
probléme de Kepler en un champ conformément ham|Iton|en sur
T*(Q,\{N,}) moins la section nulle, de hamiltonien ||W|| et de
¢p’
m(p — h)
L'ensemble des symétries infinitésimales du probléme de Kepler,
restreint soit aux énergies positives, soit aux énergies négatives, est
donc identique a celui d'un champ hamiltonien sur T*(Q,\{N,})

facteur conforme

moins la section nulle, de hamiltonien ||W||. C'est
@ 50(4) pour les énergies négatives,
@ 50(3,1) pour les énergies positives.
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La régularisation de Moser (10) e

Pour les mouvements d'énergie nulle il faut remplacer la projection
stéréographique par une inversion de centre O et de rapport A. Les
formules exprimant son prolongement aux fibrés cotangents sont

— = A =
OM = = :—Om,
|Om||?
— — —
= ||Om|* = 2W-Om —
r = - m.
A A
' S - = = = . .
L'application ( p, r ) — (Om, W) étant involutive, on a
inversement
— A=
Om = ) P,
p
) — =
V—>V _ P 7 B 2r.p —
A P

Charles-Michel Marle, Workshop in Celestial Mechanics in honor of Alain Albouy *** Quelques remarques & propos du probéme de Kepler 39/71



La régularisation de Moser (11) PR an

Notons Sg le prolongement aux covecteurs de l'inversion de péle O
et de rapport A. Le hamiltonien transformé a pour expression

A2 —  2m?k
2m||W/| ||Om|]?

Le vecteur W est maintenant un élément de £, de dimension 3, et
nous avons posé

%
W) = /W2 + w2+ w2.

— — .. , — —
Lorsque (Om, W) est I'image, par Sp, d'un élément ( r, p) du
niveau d'énergie 0 de I'espace des phases du probléme de Kepler,
on vérifie aisément que
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La régularisation de Moser (12) PR an

Par suite, sur I'image par Sg du niveau d'énergie 0 du probléme de
Kepler, on a
A3 —
d(E 0 S) = ————=—d(||W])).
4m3k|| Om||2

Ce résultat prouve que lorsqu'on se restreint au niveau d'énergie

E =0, Sp transforme le champ de vecteurs hamiltonien du

probléme de Kepler en un champ conformément hamiltonien, de
)\3

4m3k||Om||2

Par suite, I'algébre de Lie des symétries infinitésimales du niveau

d'énergie 0 de I'ensemble des mouvements du probléme de Kepler

est identique A celle des symétries infinitésimales du champ de

hamiltonien ||W/|| et de facteur conforme

vecteurs hamiltonien ayant pour hamiltonien ||W/||.

C'est I'algebre de Lie ¢(3) des déplacements infinitésimaux
(rotations et translations) de I'espace affine euclidien &, de
dimension 3.
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Une réinterprétation des résultats de Moser — retour au Sommaire

Le principal inconvénient de la méthode de régularisation de Moser
est qu'elle traite séparément chaque niveau d'énergie.

On peut cependant, en modifiant trés légérement les constructions
de Moser, définir deux diffeomorphismes définis, I'un sur I'ouvert de
I'espace des phases du probléeme de Kepler sur lequel I'énergie est
strictement négative, I'autre sur l'ouvert de cet espace sur lequel
I'énergie est strictement positive, et a valeurs le premier dans
I'espace des phases du mouvement libre d'un point matériel sur une
sphére de dimension 3, et le second dans I'espace des phases du
mouvement libre d'un point matériel sur une nappe d'un
hyperboloide de révolution a deux nappes, de dimension 3.

Les diffeomorphismes de Ligon et Schaaf s’'en déduiront par une
simple composition avec un diffeomorphisme de I'espace des phases
transforme.
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Une réinterprétation des résultats de Moser (2)  getour au sommaire

La construction de ces difféfomorphismes repose sur une idée trés
simple : la projection stéréographique inverse utilisée par Moser a
pour image une quadrique Q, dépendant du nombre réel p > 0, qui
—¢p?
2m
En la composant avec une homothétie de rapport R/p, ot R > 0
est une grandeur fixée, on obtient une application a valeurs dans
une quadrique Qg ne dépendant plus de la valeur de I'énergie, mais
seulement de son signe. Ce sera un sphére de dimension 3 et de
rayon R si E < 0, une nappe d'un hyperboloide de révolution a
deux nappes, de dimension 3, si E > 0.

dépend de I'énergie E du mouvement considéré puisque E =

Les prolongements aux covecteurs de chacun des deux
diffeomorphismes ainsi obtenus, I'un pour les énergies strictement
négatives, I'autre pour les énergies strictement positives, sont des
difféomorphismes symplectiques qui dépendent de p, (donc de
I'énergie).
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Une réinterprétation des résultats de Moser (3)  getour au sommatre

Ces difféeomorphimes symplectiques, qui dépendent de p, prennent
leurs valeurs dans un espace qui ne dépend plus de p. Le premier
prend ses valeurs dans le fibré cotangent a une sphére de dimension
3, le second dans le fibré cotangent a une nappe d'un hyperboloide
de révolution a deux nappes, de dimension 3.

On vérifie que pour chaque valeur de p les images, par chacun de
ces difféomorphismes, de deux niveaux d'énergie distincts de
I'espace des phases du probléme de Kepler, sont disjointes.

En restreignant le diffeomorphisme correspondant a chaque valeur
—(p°

de p au niveau d'énergie E = et en donnant a p toutes les
m

valeurs strictement positives, on obtient deux diffeomorphismes

définis, I'un sur I'ouvert de I'espace des phases du probléme de

Kepler sur I'equel I'énergie est strictement négative, |'autre sur

I'ouvert de cet espace sur lequel I'énergie est strictement négative.
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Une réinterprétation des résultats de Moser (4)  getour au sommaire
Ces deux diffeomorphismes ne sont plus symplectiques, car ce ne
sont pas les prolongement aux covecteurs de diffeomorphismes de
I'espace de configuration du probléme de Kepler sur I'espace de
configuration du mouvement libre d'un point matériel sur une
sphére ou sur une nappe d'un hyperboloide.
L'emploi de la variable ¢ prenant la valeur 1 lorsque E < 0 et la
valeur —1 lorsque E > 0 permet de traiter simultanément ces deux
cas.

Outre les quadriques Q, d'équations
W +C0C+y?+2%) = (p°,
oll p peut prendre toutes les valeurs strictement positives,
considérons la quadrique Qr d'équation
W+ (¢ +y* +2%) = (R?,
ol R est une quantité strictement positive fixée, et notons Ng le

point de Qr de coordonnées x =y =z=0, h=R.
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Une réinterprétation des résultats de Moser (5)  getour au sommatre
A chaque point M € Qg, associons le point M, € Q, tel que

p
OM, = - OM.

Soit 7, : T*Qr — T*Q, le prolongement aux covecteurs du
diffeomorphisme Qr — Q,. C'est un difféomorphisme symplectique

qui associe, a chaque couple (M, W) formé d'un point Mg € Qg et
d'un vecteur W tangent a Qg en ce point, le couple (M,, W,)
formé d'un point M, € Q, et d'un vecteur W, tangent a Q, en ce
point. Il a pour expression

—
OM,, =

—

— —
oM, W,=—W.

RS
bl:o

Pour chaque p > 0, on compose le diffeomorphisme symplectique
T, = T*Qr — T*Q, avec le difffomorphisme symplectique
S, T*(Q,\{N,}) = T*& défini dans le paragraphe précédent.
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Une réinterprétation des résultats de Moser (6)  getour au sommaire

Les diffeomorphismes symplectiques S, g = S, o 7, ainsi obtenus

ont pour expressions

»==L—on w + ¢l =
p R 7 Ou,  avec pll® =
- R—-—h— W
;o R-hig Wi,
P p
On a posé
— =

- = — —
OM = Ou+ hey, W = W3+ Wyey,.
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Une réinterprétation des résultats de Moser (7)  getour au sommaire

Les formules pour les transformations inverses sont

(— 2Rp —
BH=—T"75P,
p* +Cp?

2 2
p-—Cp —
h:Rm, avec p=|pl =+/p%+p;+pz,

5 5 - —
WPt (r-p—>

W-
3 2Rp r Rp P,
<—> —
r-p
W, = .
h R
On a posé

— = 5 = — —
OM = Oup+ hep,, W =W3+ Wyey,.
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Une réinterprétation des résultats de Moser (8)  retour au sommaire

Le diffeomorphisme 5 R applique le sous-ensemble de T*& sur

Cp

%
lequel I'énergie est E( r, p) = —=>— dans le sous-ensemble de

—  km?
T* Qg sur lequel |W| = i.
Rp

Par suite, si p; and py sont deux valeurs distinctes possibles de p,
| S led d E(7. )= -
es images par S| '» du niveau d'énergie 1(r,p)=-—

2m’
- = CP2

-1 . . .
sz,R du niveau d'énergie Ex(r, p) = o sont disjointes.

et par

Restreignons chaque application 5,0_}? au sous-ensemble de T*E& sur
5 ) - — 0>

lequel I'énergie est E(r, p) = o Lorsque p prend toutes les

valeurs strictement positives, la famille d"applications ainsi définies

sur les ensembles de niveaux de I'énergie du probléme de Kepler

détermine une application, notée S~1, du fibré cotangent T*£\{0}

moins la section nulle sur T*(Qr\{Ngr}) moins la section nulle.
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Une réinterprétation des résultats de Moser (9)  getour au sommatre
L'applicaton S~1 est un difféomorphisme, associant a chaque

élement ( r, p) de I'espace des phases du probléme de Kepler tel

_>
que E(r, p)#0, le couple (I\/I,_V)V) formé d'un point

M € Qr\{Ngr}, et d'un vecteur W tangent en M & Qg. Son image

est |'ouvert dense de T*(Qg\{0}) formé par tous les covecteurs
non nuls. Son expression est

— R\/Cr(2m?k — rp?) —
Op=¢ v S#k ) :
b R(rp? — m?k)
B m2k ’
T
—>_<_m2kr—r(r-p)p
’ R\/Cr2m?k — p?)
R
r-
Wy = ¢~

— = - = — —
Nous avons posé OM = Ou + hep,, W = W3+ Wyep.
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Une réinterprétation des résultats de Moser (10) retour au ommaire

L'inverse de S~1, qui sera noté S, est un diffeomorphisme de
I'ouvert dense de T*(Qgr\{Nr}) formé par les covecteurs non nuls
sur l'ouvert de |'espace des phases du probléme de Kepler formé par

les élements ( r, p) tels que E( r, p) # 0. Son expression est

— km? — —
p= N Op, avec K +C|Op? =R,

—_—
[WIIR(R — h)
— —
- ||W||R(R—h)—> R||W||Wh—>
r = W3—|— Ou.
km? km?

Le hamiltonien transformé S*E = E o S est
Ck’m® 1

H=EoS=->+ .
2
2R w2

Son expression donnée par le membre de droite de cette double
égalité montre qu'il est défini et différentiable sur I'ouvert dense de
T*Qr complémentaire de I'image dela section nulle, qui sera noté
(T*Qr)7°.
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Une réinterprétation des résultats de Moser (11) retour au ommaire
Le hamiltonien transformé H est, a un facteur multiplicatif constant
prés, le hamiltonien de Delauney, c'est-a-dire le hamiltonien du
probléme de Kepler exprimé avec les variables actions-angles de
Charles-Eugéne Delauney (1816-1872), qui fut Directeur de
I'Observatoire de Paris (observé par Cushman et Duistemaat).
Soient w1 et w les formes symplectiques canoniques de T*Qr et de
T*E, respectivement, Xy et Xg les champs de vecteurs
hamiltoniens qui leur sont associés, le premier pour la forme
symplectique w; et le second pour la forme symplectique w.
L'image réciproque de Xg par le diffeomorphisme S est non pas
X, mais

S*XE == gXH

ol g est la fonction différentiable ayant les deux expressions

équivalentes
R mk 5+ 1
8=1T—"FH="7 — =] -
h=FR 2 \re(r, p)
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Une réinterprétation des résultats de Moser (12) retour au sommaire

L'image réciproque S*Xg du champ de vecteurs hamiltonien Xg du
probléme de Kepler par le difféeomorphisme S n’est donc pas un
champ de vecteurs hamiltonien, lorsque |'ouvert de T* Qg sur
lequel il est défini est muni de la forme symplectique wy, mais un
champ de vecteurs conformément hamiltonien, de hamiltonien

H = E o S et de facteur conforme g.

Lorsqu’on munit I'ouvert de T*Qg sur lequel S est défini de la
forme symplectique
wr = S*w,

ol w est la forme symplectique canonique de T*E, le champ de
vecteurs S*Xg est hamiltonien avec pour hamiltonien la fonction
H=S*E=EoS.

Nous avons donc

i(S*XE)dwl = —gdH, i(S*XE)dw2 = —dH.
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Une réinterprétation des résultats de Moser (13) retour au ommaire
Soit Wy, : (s, (OI\/I(O;, W(O))) — (OM(S;, W(s)) le flot réduit du
champ de vecteurs hamiltonien Xy. Il a pour expression (on a posé

\ k2m3
RI[W(0)|®
OI\/I(S; = cos(As) O/\/I(Oi + il sin()\s)m
ot WO
m =— ”@” sin(\s) OM(O; + cos(As) m,
OI\/I(S; = cosh(\s) OM(O; __Fk sinh(—A\s) WS,
oo W

m = —@ sinh(—\s) OM(O; + cosh(\s) m,

.. —
On voit que Wy, est défini pour tout s € R et que Xy admet ||W/||
pour intégrale premiére.
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Une réinterprétation des résultats de Moser (14) retour au sommaire

Voici une petite propriété de géométrie symplectique qui va étre
appliquée a la forme symplectique wy, = S*w, définie sur l'ouvert de
T*Qr sur lequel le diffeomorphisme S est défini, et a la forme
symplectique canonique wy de T*Qg restreinte a I'ouvert

(T* QR)#O}, ainsi qu'aux champ de vecteurs Xy et gXp.
Proposition. Soient (M, w1) une variété symplectique,

H : M — R un hamiltonien différentiable, X}y le champ de vecteurs
hamiltonien qui lui est associé, qu'on suppose tel que son flot réduit
Wy, soit complet. Soit M° un ouvert de M et g : M® — R\{0}
une fonction différentiable partout non nulle. On suppose qu'il
existe sur M° une autre forme symplectique w> telle que

i(gXH)WQ = —dH.
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Une réinterprétation des résultats de Moser (15) retour au sommaire

On suppose aussi qu'il existe une fonction différentiable
7 :R x M% = R telle que pour toute solution 1 de I'équation
différentielle

dy(t) _

T g(¥(t)) Xu(v(t))

on ait
d

= (r(t0(®)) = g (1)

L'application = : M® — M définie par
=(x) = Va, (—7(0,x),x), ouxe M°,
est un diffeomorphisme de M® sur un ouvert de M qui vérifie

E*wl = Wy, E*(gXH) = XH.
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Une réinterprétation des résultats de Moser (16) retour au ommaire
Nous allons appliquer cette proposition lorsque la variété M est
I'ouvert (T*Qr)7° de T*Qg, que w; est la forme symplectique
canonique de T*Qg et que I'ouvert M° de M est I'ouvert de T*Qr
sur lequel S est défini. La fonction H, définie sur M = (T*Qg)7°,

a pour expression
Ck’m® 1
2R we

et la foncton g, définie sur I'ouvert de T*Q sur lequel S est défini,
a pour expressions équivalentes

g R _mks* 1
- Ro_mke (1 ).
h=FR 2 \rE(r, p)

La forme symplectique w, est I'image réciproque S*w de la forme
symplectique canonique w de T*& et, puisque gXy = S* Xk, nous
avons vu que

i(gXH)wr = —gdH, i(gXy)ws =—dH.
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Une réinterprétation des résultats de Moser (17) retour au sommaire

Puisque gXy = S*XE, toute courbe intégale t — 1(t) de
I'équation différentielle

dv(t) _

= ((0) Xu(u(0)

définie sur un intervalle ouvert | de R, est nécessairement de la
forme

U(t) = S7He(1)) |

ol t— o(t) = (thS,p(*tS) est une courbe intégrale, définie sur /,
du champ de vecteurs hamiltonien Xg.
Or nous avons vu que la fonction o, définie sur R x T*(E\{0}),

vérifie, pour toute courbe intégrale t — (r(t), p(t)) de Xg,

da(t,@,;ﬁ) _ 1
dt r(t)”
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Une réinterprétation des résultats de Moser (18) retour au ommaire
Par suite la fonction

. . mk —r> —
7 = (idg, S) <m (£, ( aP))>

est telle que, pour toute courbe intégrale t — ¢(t) du champ de
vecteurs g Xy,

d mk

1
— 7(t,(t)) = —S* =g(¥(1)).
a0 =5 (r(r)E(r(rMﬁ)) §0)

Compte tenu de I'expression de o on a donc, pour tout élément v
de l'ouvert de T*Qp sur lequel S est défini,
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Une réinterprétation des résultats de Moser (19) retour au sommaire
La proposition ci-dessus peut donc étre appliquée, et montre que

I'application =, définie sur l'ouvert de T*Qr sur lequel S est défini,
et a valeurs dans (T*QR)#),

=(¥) = Va, (-7(0,9),9)

ol Wy, est le flot réduit du champ de vecteurs X}y, est un
diffeomorphisme qui vérifie

E*wl = Wy, E*(gXH) = XH.

L'application = o S™1 est donc un difféeomorphisme de I'epace des
phases du probléme de Kepler T*(£\{0}), restreint aux éléments
d’énergie négative lorsque ( = 1, d'énergie positive si { = —1, sur
un ouvert le (T* QR)#’, qui vérifie

oS Hw=w, (ToS).Xe=ay.

Cette application est le difféomorphisme de Ligon et Schaaf, au
facteur constant R ou 1/R prés, ce qui s'explique parce que Ligon
et Schaaf ont posé¢ R = 1.
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Une réinterprétation des résultats de Moser (20) retour au Sommaire

Le diffeomorphisme = o S~! de Ligon et Schaaf fait corre_Pondre 3
- = s

chaﬁue couple (r, p) de deux iements de & veérifiant r #0 et

E(r p) # 0, un couple (OM, W) ott M est un point de Qg et w

un vecteur tangent a3 Qg en ce point, vérifiant W # 0. Posons
— 3 5 = = —
OM = Ou+ hey,, W = W3+ Wyey,.

Posons aussi

— = \1/2,—~ —
_ CmlECr p))A(r - p)
X m2k '
_ - —
Pour alléger, nous écrirons E pour E(r, p).
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Une réinterprétation des résultats de Moser (21) retour au sommaire

Pour ¢ =1, doE E <_>O, voici les expressions de h, W), Op et W3

en fonction de r et p.

( h= Ijk ((rp _mzk)C05X+(2m|E|)1/2 ?sinx),
Wy = %((2m|E|)—1/2(rp2 — mPk)sinx — _r> . ;}cosx) 7
O_/; = ((2m\E\)1/2r2 cosx? + sin X(m2k7> _ (_r> ) ;})r?)) 7
W—l Ny o 2 ~1/2 1— 7?—>

| Ws= ﬁ(rsmxp — m*k(2m|E|) cosx(7 r—— p))

Rappelons que

(emlECY, P))A(F - )

m2k

X_
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Une réinterprétation des résultats de Moser (22) retour au sommaire

Et voici les expressions de ces mémes quantités lorsque ( = —1,
donc que E > 0.

( h= mRk ((rp — m?k) cosh y — (2mE)1/2 - p smh X),

Wy, = %(—(QmE)_lp(rp2 — m?k) sinh x + e ;}cosh X)

O—/; = mfkr ((2mE)1/2r2 cosh X;) + sinh X(m2k7> — (—r> ?)r?)) ,
N T o o
\W3 = ﬁ(—rsmhxp — m“k(2mE) coshx(; ) p))

Rappelons que
— > \1/2,— —
@mlECr, p))"(r - p

m2k

) .

X:
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Conclusion et développements possibles R eTaTe

Tout comme la méthode de Moser, les diffeomorphismes de Ligon
et Schaaf réalisent la régularisation du probleme de Kepler. lls
mettent en effet en correspondance deux courbes intégrales du
champ de vecteurs hamiltonien Xk, sur |'espace des phases
T*(E\{0}) du probleme de Kepler, I'une se terminant par une
collision, a une vitessse infinie, du point mobile avec le centre
attractif, I'autre commencant, au méme instant, par I'éjection du
point mobile, & une vitesse infinie, par le centre attractif, avec une
courbe intégale sans aucune singularité du champ de vecteurs
hamiltonien Xy, sur la variété symplectique (T* QR)7’£0.

lls ont I'avantage d'utiliser comme variable indépendant le temps, a
la fois pour les courbes intégrales tracées sur |'espace des phases du
probléme de Kepler et celles tracées sur ( T*Qg)7©.
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Conclusion et développements possibles (2)  retour au Sommaire

Cependant, I'emploi d'espaces des phases différents pour les
mouvements d'énergie négative et ceux d'énergie positive a quelque
chose de peu satisfaisant, car on peut faire varier de maniére
continue une courbe intégrale du probléme de Kepler en faisant
varier son énergie afin de lui faire prendre toutes les valeurs
possibles.

Jean-Marie Souriau a étudié, par une autre méthode, la variété des
mouvements du probléme de Kepler aprés régularisation, qui est

connexe, mais il ne s'est pas intéressé a |'existence d'un espace des
phases réalisant la régularisation pour toutes les valeurs de I'énergie.

Je me demande s'il serait possible d'utiliser I'inversion (qui permet
de régulariser les mouvements d'énergie nulle) afin de construire un
espace des phases unique permettant de régulariser tous les
mouvements, quelle que soit leur énergie. Il faudrait pour cela
regarder de plus prés les expressions du hamiltonien transformé
pour les valeurs non nulles de I'énergie.
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Conclusion et développements possibles (3)  retour au sommaire

La famille d'algébres de Lie des symétries infinitésimales du
probléme de Kepler (s0(4) pour les énergies négatives, ¢(3) pour
I'énergie nulle et s0(3,1)) pour les énergies positives) constitue un
type particulier d'algébroide de Lie, aussi appelé faisceau d'algébres
de Lie. A. Douady et M. Lazard ont prouvé que ce type particulier
d'algébroide de Lie est intégrable. Il pourrait étre intéressant de
regarder si le groupoide de Lie correspondant permet de décrire les
symeétries globales de I'ensemble de tous les mouvements képlériens.
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